
一阶逻辑语言

Zero

虽然我觉得高中学的逻辑知识再加上我的直觉已经够用，但有时闯入
思维的死胡同就很难走出来，强迫自己不去想也很不爽，也许还是学习一下
都搞清了比较好. 参考的是郝兆宽，杨睿之，杨跃的《数理逻辑：证明及其
限度》的第三章1，鸣谢 C 同学推荐此书！

1 一阶逻辑语言

定义 1.1 一阶逻辑语言 L 包括:
(0) 括号：“(”和“)”；
(1) 命题联词：“¬”（否定符号，是一元命题联词）和“→”（蕴含符号，

是二元命题联词）；
(2) 全称量词符号：“∀”；
(3) 变元：v1, v2, v3, .... 其他常用的符号有：x, y, z, ...；
(4) 常数符号：若干符号. 常用的符号有：a, b, c, ...；
(5) 函数符号：对每一自然数 n，都有若干符号，称为 n-元函数符号.

常用的符号有：f, g, h, ...；
(6) 谓词符号：对每一自然数 n，都有若干符号，称为 n-元谓词符号.

常用的符号有：P,Q,R, ...；
(7) 等词符号：“≈”.

一些说明：
(0)-(3) 是逻辑符号. (0) 其实是可有可无的（唯一可读性2），这里加上

1书中说“数学基础好的读者可以略过这一章（第一章）”（Page-1 预备知识），“第二章作为之后内容
的热身也并非必要，稍作调整后可以直接从第三章开始”（Page-viii 课程大纲）.

2见郝兆宽,《数理逻辑：证明及其限度》§2.4. 而保证唯一可读性的约定——也就是在没有括号的情况
下如何安排优先级——见5.
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是为了方便人类阅读；(1)中的两个命题联词已经是功能完全的3；(2)和 (3)
是一阶逻辑的关键，这里的变元仅代表个体，量词也只控制个体4.

(4)-(7) 是非逻辑符号，是从数学中提炼出来的. 其中 (4)、(5) 和 (6)
中，“若干”的含义为：逻辑语言中可以没有、或有有限多个、或有无穷多
个该符号；(7) 等词符号是一个 2-元谓词符号，逻辑语言中可以没有它；把
(7) 等词符号同 (6) 谓词符号区分开来，是因为等词必须解释成等号，而谓
词允许有不同的解释.
下面是两个一阶逻辑语言的例子5. 一般只列出非逻辑符号，因为它们

才是可以变化的部分；逻辑符号则默认已经包括.

例 1.2 公理集合论的语言为：LSet = {≈,∈}. 其中：

1. 常数符号：{}；
2. 函数符号:

(a) 0-元函数符号：{}；
(b) 1-元函数符号：{}；
(c) 2-元函数符号：{}；
(d) ...

3. 谓词符号：

(a) 0-元谓词符号：{}；
(b) 1-元谓词符号：{}；
(c) 2-元谓词符号：{∈}；
(d) ...

4. 等词符号：{≈}.

例 1.3 初等数论6的语言为：LN = {≈, <, 0, S,+, ·}. 其中：

1. 常数符号：{0}；
2. 函数符号:

3指的是这两个联词的真值表能表达所有的 4 个一元联词和 16 个二元联词. 见郝兆宽,《数理逻辑：证
明及其限度》§2.5. 更多的命题联词见4

4这是与高阶逻辑比如二阶逻辑做一下区分，二阶逻辑语言更加丰富，但一阶逻辑有完全性，二阶逻辑
则没有.

5虽然看上去都是数学的例子，但实际上这里还没有涉及任何与意义有关的东西，把它们都看成没有意
义的符号即可. 当然实际上这些符号是有意义的，而意义的赋予会在后面7中进行.

6关于初等数论的公理化理论体系的建立，可以参考 (待补充...)
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(a) 0-元函数符号：{}；
(b) 1-元函数符号：{S}；
(c) 2-元函数符号：{+, ·}；
(d) ...

3. 谓词符号：

(a) 0-元谓词符号：{}；
(b) 1-元谓词符号：{}；
(c) 2-元谓词符号：{<}；
(d) ...

4. 等词符号：{≈}.

定义 1.4 用一阶逻辑语言中的符号任意组成的一串任意符号串称为一个表
达式（不需考虑它的意义）.

比如，“≈) → ∀”就是 LSet 中的一个表达式.

2 项

定义 2.1 令 L 是一个一阶逻辑语言. L 中所有项的集合为，满足下列条件
的最小的表达式的集合：

(1) 每个变元 vi 都是一个项；
(2) 每个常数符号都是一个项；
(3) 如果 t1, t2, ..., tn 是项，且 f 为一个 n-元函数符号，则 ft1t2...tn 也

是一个项.
常用来表示项的符号有：t1, t2, t3, ...

我的笔记: 这个定义是“自上而下”的，可以类比抽象代数中对有限
生成子群或域的扩张的定义.

定义 2.2 设 K 是域 F 的一个扩域，S 是 K 的一个子集. 用 F (S)

表示 K 的含 F ∪ S 的最小子域.

定义 2.3 设 K 是域 F 的一个扩域，S 是 K 的一个子集. 定义 K 的
子环

F [S] =
{∑

fn1,n2,...,nm
sn1
1 sn2

2 ...snm
m

∣∣∣∀si ∈ S, ni ∈ Z,m ∈ N, fn1,n2,...,nm
∈ F

}
,
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再定义 T =
{
uv−1

∣∣u, v ∈ F [S], v ̸= 0
}

.

事实上，在抽象代数中我们证明了 F (S) = T . 在这个例子中，2.2是
一个“自上而下”的定义，2.3是一个“自下而上”的定义.

例 2.4 v1, 0, S0,+v10, ·S0 + 0SSS0 都是 LN 中的项.

3 合式公式

定义 3.1 令 L 是一个一阶逻辑语言. L 中所有合式公式的集合为，满足下
列条件的最小的表达式的集合：

(1) 如果 t1, t2, ..., tn 为 L 中的项，并且 P 为一个 n-元谓词符号，则
Pt1t2...tn 是一个合式公式. 我们称这样的公式为原子合式公式. 特别地，
≈ t1t2 是一个原子合式公式；

(2) 如果 α 和 β 是合式公式，则 (¬α) 和 (α → β) 是合式公式；
(3) 如果 α 是一个合式公式，则 ∀v1α 是合式公式.
常用来表示合式公式的符号有：α, β, φ, σ, ...

例 3.2 (< v10) , (≈ (S0) (+v10)) , ((¬ (< v10)) → ∀v1 ((≈ (·S0 + SSS0) (+v10))))

都是 LN 中的合式公式.

4 新符号

定义 4.1 为了方便引入一些符号，这是数理逻辑这门学科的符号用法.

1. (α ∨ β) := ((¬α) → β). 符号“∨”称为析取符号，可看作是二元命题
联词；

2. (α ∧ β) := (¬ (α → (¬β))). 符号“∧”称为合舍符号，可看作是二元
命题联词；

3. (α ↔ β) := ((α → β) ∧ (β → α)). 符号“↔”称为双蕴含符号，可看
作是二元命题联词；

4. (∃xα) := (¬∀x(¬α))，称“∃”为存在量词符号；
5. (t1 ≈ t2) := (≈ t1t2)；
6. (t1P2t2) := P2t1t2，其中 P2 是任意 2-元谓词符号；
7. (t1 ̸≈ t2) := (¬ ≈ t1t2)；
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5 一些约定

一阶逻辑语言的合式公式有唯一可读性，在不引起混乱的情况下我们
尽量少些括号. 关于括号省略的约定有：

(1) 最外的括号总是省略；
(2) 命题联词的否定符号 ¬ 、全称量词符号 ∀ 和存在量词符号 ∃ 的管

辖范围尽可能短. 以全称量词符号为例：∀viα → β 表示 (∀viα) → β 而不是
∀vi(α → β).

(3) 二元命题联词反复出现时，以右为先. 例如：α → β ∧ γ 指的是
(α → (β ∧ γ)).

例 5.1 3.2中最复杂的一个合式公式

((¬ (< v10)) → ∀v1 ((≈ (·S0 + SSS0) (+v10))))

去掉所有括号后为 ¬ < v10 → ∀v1 ≈ ·S0 + SSS0 + v10. 在上述约定下对它
进行解读是没有歧义的.

上面的讨论完全是形式化的处理，下面赋予意义. 首先定义真值指派：

6 真值指派

定义 6.1 令 L 是一个一阶逻辑语言，Γ = {α, β, ...} 是 L 中所有合式公式
的集合，给定集合 {0, 1}，可称之为真假值集合. L 的一个真值指派是一个
原像为合式公式集合、像为真假值集合的映射 ı : Γ → {0, 1}，满足如下条
件：

(1)ı (¬α) =

1, 如果ı (α) = 0;

0, 如果ı (α) = 1.
,∀α ∈ Γ；

(2)ı (α → β) =

0, 如果ı (α) = 1 且ı (β) = 0;

1, 其他情况.
,∀α, β ∈ Γ；

(3) 关于量词 ∀ 的规则，待补充.

条件只限制在 2 个命题联词和全称量词符号上. 4中用这 2 个命题联词
和全称量词符号又组合出了 3 个新的命题联词和存在量词符号，当然这 3
个新的命题联词和存在量词符号的真值指派规则也是唯一永恒的. 真值指派
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要满足的关于命题联词的条件可以用真值表来表达，这是一种高效的，易于
查阅的方法. 我们现在给出真值表，见1. 注意这是真值指派的定义的一部
分，是任何真值指派必须满足的条件，其中前 2 列是定义，后 3 列是满足
前 2 列就一定会同时满足的，给出只是为了方便使用. 其中 ∀α, β ∈ Γ.

表 1: 真值表
ı (¬α) ı (α → β) ı (α ∨ β) ı (α ∧ β) ı (α ↔ β)

ı (α) = 1, ı (β) = 1 0 1 1 1 1

ı (α) = 1, ı (β) = 0 0 0 1 0 0

ı (α) = 0, ı (β) = 1 1 1 1 0 0

ı (α) = 0, ı (β) = 0 1 1 0 0 1

一个一阶逻辑语言的真值指派不唯一.
到这里其实仍然是完全形式上的定义，但有了真值指派后，我们就可以

赋予这些符号一些意义了. 比如，我们可以赋予自然语言的意义：一个合式
公式代表一句话，一个真值指派代表一个判断标准，某个真值指派把一个合
式公式映射到 0 代表那句话是假话，映射到 1 则代表那句话是真话...
下面赋予数学语言的意义.

7 赋予数学上的意义

几乎所有数学命题皆可以在某种一阶语言中表达7. 先简单复习一下一
阶逻辑语言.

a. 一阶逻辑语言的基本符号构件有：一元命题联词 ¬，二元命题联词
→,∨,∧,↔；量词符号 ∀,∃；变元 v1, v2, ..., x, y, z, ...；常数符号 a, b, c, ...，函
数符号 f, g, h, ...；谓词符号 P,Q,R, ...,≈. （见1.1和4）

b. 变元、常数符号和函数符号组成项. （见2）
c. 项加上谓词符号、命题联词和量词符号组成合式公式. （见3）
d. 每一个合式公式映射到 0 或 1 完成真值指派. （见6）
大致按构造顺序进行对应如下：
(1) 定义某个一阶逻辑语言，对应：公理化某个数学体系.

7书上是这样说的，但这个“几乎”二字没有细说，待考察反例. 另外这个论断有待加强（也许满足某
些性质的所有数学命题皆可以在某种一阶语言中表达），且这个加强版的命题有待确定那个具体的性质和
给出证明. 这些问题可能与书中后面有关哥德尔完全性定理的部分有关，未来学习后再补充.
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(2) 在定义某个一阶逻辑语言时会给出若干常数符号和若干 1-元函数符
号、2-元函数符号等，对应：公理化某个数学体系时给出的常数和一元函数、
二元函数等，它们的具体意义是在公理化的过程中规定的，函数的使用方法
见 (5).

(3) 项，对应：数学对象.
(4) 变元，对应：一些不具体确定的泛指的某个数学对象，但实际上变

元就是一些符号而已，毕竟它只是逻辑符号，是一阶逻辑语言自带的一部
分，数学的公理化不涉及它.

(5)变元、常数符号和函数符号组成项（2），对应：变元是数学对象，常
数是数学对象，函数作用到数学对象上得到的还是数学对象.

(6) 合式公式，对应：命题，数学中常用的词语有公理、定理、推论、猜
想、错误的陈述等.

(7) 每一个合式公式映射到 0 或 1 完成真值指派，对应：在该数学体系
中确定命题是真还是假. 由于一阶逻辑语言中真值指派不唯一，而数学体系
要求命题的真假是唯一的，所以在数学体系公理化的过程中会给出一些公
理，直接认为公理是真命题. 反映到一阶逻辑语言中就是规定一些合式公式
映射的像是 1. 而这种做法导致了多少个不同的真值指派呢？如果恰好有 1
个就是我们想要的，如果有 0 个说明公理出现了矛盾，如果多于 1 个说明
公理还不完善8. 数学中用公理、命题、定理、推论等表示真命题，用猜想
表示人类还不知道是真是假的命题，用谬误表示假命题，当然也直接使用命
题、真命题、假命题这些词语.

(8) 在定义某个一阶逻辑语言时会给出若干 1-元谓词符号、2-元谓词符
号等，对应：公理化某个数学体系时给出的一些数学对象之间的关系，它们
的具体意义是在公理化的过程中规定的.

(9) 在定义某个一阶逻辑语言时会给出9等词符号 ≈，对应：等于号，在
数学中用符号 =.

(10)命题联词，对应的意义其实已经通过真值指派的定义（也就是真值
表）确定好了10. ¬α 对应数学中对 α 这个命题的否定；α → β 对应数学中
命题 α蕴含命题 β，在数学中用符号 α =⇒ β 或 β ⇐= α，也说命题 β 蕴

8哥德尔的定理好像是在说不可能证明出某个一阶逻辑语言恰好有 1 个真值指派，有可能有一些合式公
式该如何映射到真假值集合是不能确定的. 不过我还没看先不瞎说了.

9在描述数学体系的一阶逻辑语言中是一定会给出的！
10在数学中它们的意义是与真值指派密切相关的，因此把真值指派写在了前面，实际上，（真值指派中的
合式公式对应到的）数学中的命题是如何构造出来的还没有说，见 (13).
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含于命题 α，或，命题 α 是命题 β 的必要条件，或，命题 β 是命题 α 的充
分条件；α ∨ β 对应数学中命题 α 或命题 β；α ∧ β 对应数学中命题 α 且命
题 β；α ↔ β 对应数学中命题 α 等价于命题 β，在数学中用符号 α ⇐⇒ β，
也说命题 α 当且仅当命题 β，或，命题 α 是命题 β 的充分必要条件.

(11) 全称量词符号 ∀，对应：全称量词任意.
(12) 存在量词符号 ∃，对应：存在量词存在.
(13) 项加上谓词符号、命题联词和量词符号组成合式公式（3），对应：

有关数学对象之间的关系的论断都是命题，命题的否定、命题的蕴含关系、
命题的或、命题的且、命题的等价关系都是命题，把命题中的某些数学对象
用存在或任意限制住得到的也是命题.
至此我们就说清了数学是如何被一阶逻辑语言表达的. 另外，数学中会

用一个又一个定义来简化数学对象以及数学对象之间的关系，反映到一阶
逻辑语言上就是定义一些新的项以及一些新的谓词符号11. 如果对一阶逻辑
语言的运行方式不了解，就有可能对某些新的谓词符号感到困惑，而这正是
我学习一阶逻辑语言的初衷.

8 数学被还原为一阶逻辑语言的例子

见郝兆宽,《数理逻辑：证明及其限度》§3.1.2. 这一节给了很多数学的
例子，包括集合论语言、集合论语言、群的语言和环的语言.

9 其它问题

可参考任意数理逻辑的教材. 包括自由出现和约束出现的问题，形式证
明和数学证明的问题，逻辑方法的局限性问题（不完全性定理）等等.

11新的谓词符号其实和新的（很多不确定的）“项”是一回事，定义数学对象之间的关系本质上就是确
定出了满足某些性质的一些数学对象，例如定义收敛就定义了收敛的数列，看上去就是“一些项”的意思，
不过我们还是用项表示那些确定的数学对象，不确定的数学对象我们可以给它分配一个变元.（注意变元
是逻辑符号，只是一些符号而已，可以指代数学对象，但不是数学对象本身.）
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